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Topologia II. Examen VI

Responda la pregunta 1 y elija tres preguntas entre la 2, 3, 4 y 5.
Ejercicio 1. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Dadas las circunferencias
Cr={(z,y) €eR*: (= 1)+’ =1},  Co={(z,y) eR*: (x+1)’+y* = 1}
no existe una aplicacién recubridora desde X = C; U C5 en St.

b) Sip: X — Y es una aplicacién recubridora con X compacto, entonces p~*(y)
es finito para todo y € Y.

¢) Toda aplicacién continua f: D — R?\ {(0,0)} es homot6picamente nula.

Ejercicio 2. Consideremos el cilindro vertical C = S! x R C R3 y las rectas hori-
zonatales

Ri={(z,9,2) €eR®:y=0,2=—1}, Ry ={(2,9,2) R’ :y=0,2=1}
Calcula el grupo fundalmental de
X=CURUR;

Ejercicio 3. Sea f : D — D una aplicacién continua cumpliendo que f‘ Fe(D) -

Fr(D) — Fr(D) es un homeomorfismo. Demuestra que f es sobreyectiva.

Ejercicio 4. Sea f : S® — S! una aplicacién continua. Demuestra que f es ho-
motépicamente nula si n > 2.

Ejercicio 5. Determina la superficie compacta S dada por la presentacion poligonal

{a,b,c,d,e, f,g,h,i;afc ™t deb™" hia™', dbc,ehg™, gfi ')
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Solucién.
Ejercicio 1. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Dadas las circunferencias
Cr={(r,y) ER?: (@~ )"+’ =1},  Cr={(z,y) eR: (x+1)+y* =1}

no existe una aplicacién recubridora desde X = C; U Cy en S!.

Es falsa: Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una aplicacién recu-
bridora p : X — S!. Tenemos entonces por el Teorema de Monodromia que el
homomorfismo (como trabajamos con espacios arcoconexos da igual el punto
en el que trabajemos) p, : m(X) — m(S') es inyectivo, con 7 (X) X Z xZ
y m(S') = Z. Tendremos por tanto que Z contiene un subgrupo isomorfo a
7. x 7., pero esto es una contradiccion, ya que todo subgrupo de Z es abeliano
por ser Z abeliano y Z x 7Z no es abeliano.

b) Sip: X — Y es una aplicacién recubridora con X compacto, entonces p~(y)
es finito para todo y € Y.

Si Y es T1 es cierta, pues para todo y € Y tendremos que {y} es cerrado por
ser Y T1, por lo que p~'({y}) € X es un conjunto cerrado. Como X es com-
pacto, tenemos que p~*({y}) también serd compacto. Como p es una aplicacién
recubridora, para y existira O, un abierto de Y regularmente recubierto, por
lo que:

p71(0y> = t"J A;

i€l
con A; abierto y p|, : A; = O, homeomorfismo, para cada i € I. Tenemos un

recubrimiento por abiertos de p~!({y}) C p~'(O,), por lo que por ser p~' ({y})
compacto existird J C [ finito de forma que:

P (b < A

e

Como los conjuntos A; son disjuntos tenemos entonces que solo puede haber
una cantidad finita de preimagenes de y.

c¢) Toda aplicacién continua f : D — R?\ {(0,0)} es homotdépicamente nula.

Verdadera: Si consideramos el conjunto:

Y =R x]0,1]
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Tenemos que Y recubre a X = R?\ {(0,0)}, ya que para cada circunferencia
de centro (0,0) de X podemos considerar la aplicacién recubridora estdndar
desde R cuyo dominio se encuentra a cierta altura en el conjunto Y. Podemos
repetir esta idea haciendo corresponder a cada altura del conjunto Y un radio
en el conjunto X, de forma que los radios tiendan a 0 cuando la altura tienda
a 0y que los radios diverjan cuando la altura se acerque a 1.

Usando esta idea, si consideramos la aplicacion p : Y — X dada por:
T
p(z,y) =tg <§y) po(x)

donde pg : R — S! es la aplicacién recubridora estandar, es sencillo probar que
9
p es una aplicacién recubridora. Asi, estamos en la situacion:

Y

v

D —L R2\ {(0,0)}

Si observamos ahora que D es simplemente conexo tenemos entonces que f
se puede levantar, con lo que fijado 7o € D y tomando ro € p~'({f(z0)})
tenemos que existe un levantamiento f : D — Y. Como tenemos ahora que Y
es contractil tenemos que f es homotopicamente nula, y razonando como en
el Ejercicio 4 llegamos a que f es homotépicamente nula.

Ejercicio 2. Consideremos el cilindro vertical C' = S! x R C R3 y las rectas hori-
zonatales

Ry ={(x,y,2) ER:y=0,2= -1}, Ry ={(z,y, 2) ERP:y=0,2= 1}
Calcula el grupo fundalmental de
X == C U R1 U R2

Tenemos el conjunto:
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Que tiene por retracto de deformacion el conjunto:

T

Si tomamos como U:

Y como V:

Puede probarse que U NV es simplemente conexo, que U tiene grupo fundamental
Z vy V tiene Z x Z, de donde:

m(X)XZ+xZx7

Ejercicio 3. Sea f : D — D una aplicacién continua cumpliendo que f‘ Fe(D) -

Fr(D) — Fr(D) es un homeomorfismo. Demuestra que f es sobreyectiva.

Por reduccién al absurdo suponemos que f no es sobreyectiva, es decir, que existe
y € D\ f(D) (notemos que y € D, ya que si no esto contradeciria la existencia
del homeomorfismo enunciado). De esta forma, podemos considerar la restriccién
en codominio f : D — D\ {y}. Ahora, el conjunto D \ {y} tiene por retracto de
deformacién al conjunto S!. En definitiva, podemos considerar la siguiente cadena
de composiciones de aplicaciones continuas:

DD\ {y} st s

donde usamos que Fr(D) = S', obteniendo asf una aplicacién continua de D en S!
que mantiene fijos los puntos de S!, contradiccién.

Ejercicio 4. Sea f : S” — S! una aplicacién continua. Demuestra que f es ho-
motopicamente nula si n > 2.

Si consideramos el recubridor (R, p) de S! con p la aplicacién recubridora estédndar:
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R
I
S

Como 71 (S™, z9) = {[ex,]} Para n > 2 tenemos entonces que:

Je(mi(S", 20)) € pu(mi(R, 1))

para o € p~ ({f(x0)}), por lo que existe una aplicacién f : S” — R levantamiento
de f con f(xo) = 19. Como f llega a R, que es contractil, tenemos que f es ho-
moto6picamente nula, es decir, existe zp € R y una homotopia H : S" x [0,1] - R
de forma que:

~

H(z,0) = f(z), H(z,1)=2  VYzxeS"
Si consideramos ahora la homotopfa po H : S™ x [0,1] — S* tenemos que:
(po H)(x,0) = p(f(x)) = f(x),  (poH)(x,1)=p(z) VreS"

Por lo que f es homotdpica a la aplicacién constantemente igual a p(z), como
queriamos probar.

Ejercicio 5. Determina la superficie compacta S dada por la presentacion poligonal

{a,b,c,d,e, f,g,h,i;afc ™t deb™" hia™', dbc,ehg™, gfi ')
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